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Resumen

Objetivo: Caracterizar los espacios de trabajo geométricos personales de profesores en
formacion en el contexto de problemas que involucran la articulacion entre la geometria
sintética y analitica. Método: Se llevd a cabo de la mano de la teoria de los paradigmas y los
espacios de trabajo geométricos. El trabajo de investigacion se desarrolld con un enfoque
cualitativo y fundamentado en una estrategia investigativa clinica, se empled un analisis a
prioriy a posteriori como metodologia de investigacion y una muestra de cuatro docentes de
matematicas en formacion de una universidad publica del norte de Colombia. Resultados: Los
espacios de trabajo matematico personales de los profesores evidencian elementos clave en la
articulacion entre la geometria euclidiana y analitica identificados a través de los argumentos y
razonamientos empleados en la solucion de problemas de geometria. Discusiones y
Conclusiones: Los espacios de trabajo de los docentes se caracterizaron por activar la
génesis figural con mayor frecuencia al ratificar la informacion por medio del polo visualizacion
en circulacion con el polo espacio real y local. El problema propuesto promovio la utilizacion de
estrategias donde se abordd de manera eficaz la geometria sintética como via exploratoria de
las definiciones de geometria analitica.

Palabras clave: Espacios de Trabajo Geométrico, Profesores en formacion, Pardbola,
Geometria Sintética, Geometria Analitica, Estrategia Investigativa Clinica.

Abstract

Objective: To characterize the personal geometric workspaces of teachers in training in the
context of problems that involve the articulation between synthetic and analytical geometry.
Method: It was carried out hand in hand with the theory of paradigms and geometric
workspaces developed by Alain Kuzniak and Houdement. The research was developed with a
qualitative approach and based on a clinical research strategy; a priori and a posteriori
analysis was used as the research methodology and a sample of four mathematics teachers in
training from a public university in northern Colombia. Results: The teachers' personal
mathematical workspaces show key elements in the articulation between Euclidean and
analytic geometry identified through the arguments and reasoning used in solving geometry
problems. Discussion and Conclusion: The teachers' workspaces were characterized by
activating the figural genesis more frequently by ratifying the information through the
visualization pole in circulation with the real and local space pole. The proposed problem
promoted the use of strategies where synthetic geometry was approached effectively as an
exploratory route for the definitions of analytic geometry.

Keywords: Geometric Workspaces, Teachers in training, Parabola, Analytic Geometry, Synthetic
Geometry, Clinical Research Strategy.
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Espacios de trabajo geométrico personal de profesores de matematicas en formacion

Introduccion

La geometria se ha distinguido por ser una de las ramas de la Matematica que en gran
medida ha conformado objetos de estudio que consecuentemente parten de la aplicacion de
sus métodos de ensefianza-aprendizaje hasta su implementacién (Cabello, 2006; Gamboa vy
Ballesteros, 2009; Fernandez, 2018). Los objetivos de estudios denotados, marcan un contexto
en los campos de la educacidon que ostentan paulatinamente la conformacion de herramientas
tedricas y practicas con miras al mejoramiento de los niveles de comprension, una vez estos
hayan pasado por su etapa de desenvolvimiento. Es por ello que todo este conglomerado de
acciones precisa caracteristicas y correlaciones que subyacen en los campos de educacion de la
geometria, en el cual evidentemente surge el reconocimiento e importancia de la misma.

La importancia de la geometria deriva de su influencia en el desarrollo de pensamientos,
acciones y demostraciones que estan presente en todas las etapas educativas del ser humano,
es decir, abarcan sus primeros afos de escolaridad hasta sus afios de vida universitaria, en el
cual sus elementos se sitlan en las elaboraciones de escenarios idoneos que refuercen la
capacidad cognitiva (creacion de conocimientos) y posterior implementacion (ejecuciéon de
saberes), partiendo de énfasis pragmaticos que surjan y culminen dentro de los campos de
educacién (Fernandez, 2018).

Numerosas investigaciones hacen hincapié en implementar la geometria como eje para
desarrollar métodos de ensefianza- aprendizaje (Gascon, 2002; Montoya, 2014; Henriquez y
Montoya, 2015; Fernandez, 2018), dado que posee una diversidad de conceptos, propiedades,
métodos deductivos-inductivos que permiten elaborar y plantear diversos procesos de analisis,
cuestionamientos y realizar construcciones de figuras, solidos que conlleven a los estudiantes
en la construccion de demostraciones formales las cuales son muy importantes en el proceso de
formacion (Hernandez, 2012).

A lo largo de la educacién obligatoria, la ensefianza de la geometria aborda dos grandes
enfoques, la geometria sintética y la analitica. La primera, se refiere a la implementacion de
instrumentos como lapiz, regla y compas en un plano sin referencia alguna para solucionar
problemas geométricos, en cambio, la segunda, tiene que ver con el estudio de los objetos
matematicos, donde predomina la necesidad de implementar definiciones, axiomas que
permiten que las figuras geométricas puedan ser representadas mediante formulas en un
sistema de referencia denominado plano cartesiano (Del Rio, 2018).

Estudios relacionados con la ensefianza y aprendizaje de la geometria han identificado una
desarticulacién entre conceptos, propiedades, métodos para el analisis y construccion de
objetos entre la geometria sintética y analitica (Gascon, 2002; Montoya, 2014; Henriquez y
Montoya, 2015). La disyuntiva entre lo sintético y lo analitico puede fomentar
considerablemente un desacierto en el docente de Matematica en formacion inicial lo que puede
implicar que este solucione problemas geométricos aislando los conocimientos, conceptos o
considerandolos como dos enfoques diferentes de la geometria.
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En particular, se ha documentado que el docente no percibe que los dos enfoques pueden
ser usados en un mismo objeto geométrico, razén por la cual se genera la ruptura entre las
geometrias (Di Blasi y Rodriguez, 2016; Alvarez, 2014; Santald, 1961). Asimismo, los
estudiantes consideran aspectos procedimentales sin identificar conceptos matematicos
relacionados con la geometria sintética y analitica (Ancochea, 2011). De igual manera, Di Blasi y
Rodriguez (2016) y Alvarez (2014) perciben una ruptura entre estas dos ramas de la geometria
pues los estudiantes divisan de manera aislada los conocimientos entre si, donde lo ideal seria
aprender los conocimientos del objeto geométrico desde el mismo punto de vista sintético y
analitico, para que no se presente una ruptura que, como consecuencia, le haga perder sentido
de conocimiento y capacidad al estudiante para reconocer que son enfoques del mismo objeto.

Estudios sobre la ensefanza de la geometria evidencian dificultades, como lo manifiesta
Itzcovich (2005), autor que reconoce que en las instituciones de educacion al momento de
desarrollar los contenidos geométricos en los disefos curriculares no se tiene en cuenta la
importancia de esta, ya que solo se busca que el estudiante aprenda los teoremas, axiomas y
conceptos relacionados con la geometria y no a desarrollar situaciones problemas que permitan
la articulacion entre la geometria sintética y la analitica. Por su parte, Ramirez (2013) afirma
gue el tema de las secciones conicas resulta muy sugestivo, puesto que esta relacionado con
uno de los tres problemas clasicos griegos que es la duplicacion de cubos, este fue tratado por
muchos afos, aun asi, hoy dia los estudiantes tienen dificultad en el momento de graficar
conicas y también en la interpretacion de dichas graficas (Pérez, 2014). En el proceso de
ensefianza, las conicas son abordadas de manera superficial con herramientas basicas como los
tableros y marcador, excluyendo la interaccion directa entre la tematica expuesta y el aprendiz
(Aragon y Quintero, 2017).

En una sintesis sobre la base de las ideas expuestas, reconocemos una serie de dificultades
en los estudiantes y docentes de matematicas en formacién de indole cognitivo, didactico y
epistemoldgico que se percibe de forma cotidiana en las instituciones educativas vy
universidades, afectando el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje
considerablemente. En linea con lo anterior, esta investigacion tiene como objetivo principal
caracterizar los espacios geométricos personales de los profesores en formacion en el contexto
de problemas que involucran la articulacion entre la geometria sintética y analitica. La
investigacion implicd un andlisis a priori y uno a posteriori de cada uno de los docentes de
matematicas en formacidn sobre un problema geométrico.

Método

Esta investigacion es de corte cualitativo (Martinez, 2006), se implementd la investigacion
clinica (Camargo, 2019), “en razén de que facilita la construccién de disefios investigativos del
mundo empirico, permitiendo a los investigadores conectar sus supuestos tedricos con formas
especificas de obtener informacidn para analizarla” (p.2). Se implementd este método porque
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permite recolectar y analizar las formas de pensar de las personas que participan en entrevistas
que incluyen preguntas del fenémeno en estudio.

Participaron cuatro estudiantes de Ultimo semestre matriculados al programa de Licenciatura
en Matematicas (futuros profesores de matematicas) de una universidad publica del norte de
Colombia. Se considerd la participacion de los estudiantes de Ultimo semestre porque cursaron
y aprobaron tres cursos de geometria (geometria I, geometria II y geometria analitica) y dos
cursos de Tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC) integrados a la educacion
matematica a lo largo del proceso de formacion.

Se implementaron entrevistas semiestructuradas, videograbaciones y transcripciones, con el
objetivo de recolectar y analizar las producciones escritas y orales de los participantes.

Las entrevistas evidencian los procesos mentales que en el pensamiento matematico incluye,
pensamiento sobre tdépicos matematicos y procesos del pensamiento avanzados, como
abstraccion, justificacion, visualizacién, estimacion o razonamiento mediante hipdtesis que
deben operar sobre una red compleja de conceptos, unos avanzados y otros mas elementales
(Ramirez, Hernandez y Prada, 2018). Todo esto en el plano de las ideas propias de un sujeto y
sus significados, lo cual ayuda a exponer las ideas y procesos ocultos en el pensamiento del
individuo que no pueden ser detectados con las demas técnicas (Clement, 2000 citado en
Berrio, Fiallo y Acosta, 2013).

Problema geométrico

Se planted la siguiente situacion problema con el propdsito involucrar al docente en la
construccion del Espacio de Trabajo Geométrico personal (ETG personal), el cual es un entorno
organizado por y para el gedmetra. Disefiado en el contexto de la construccion del lugar
geométrico parabola, un concepto que permite analizar la transicion entre la geometria sintética
y la geometria analitica.

Problema: Dada una recta L cualquiera y un punto F fuera de ella, construir puntos P (20
puntos o mas) tales que la distancia de P a F sea igual a la distancia de P a la recta.

Después que el docente realice la tarea propuesta, se le solicita que encuentre una expresion
analitica que describa el lugar geométrico. En el proceso de solucion se implementa la
entrevista semiestructurada, instrumento que permite recoger informacién y profundizar en las
ideas plasmadas en las videograbaciones.

Caracterizacion del Espacio De Trabajo Geométrico

UnETG se refiere al entorno organizado por y para el gedmetra (Kuzniak, 2004), el sujeto
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que se enfrenta a una tarea especifica en geometria e involucra como parte de la actividad
matematica la articulacién de dos planos: el epistemoldgico y el cognitivo (ver figura 1). El
plano epistemoldgico hace referencia a la utilizacidon de un conjunto de objetos, posiblemente
materializados en un espacio real y local, un conjunto de artefactos que seran las herramientas
e instrumentos puestos al servicio del gedmetra y finalmente, un repositorio tedrico organizado
de referencia, conformado por axiomas, definiciones y propiedades matematicas. El plano
cognitivo implica los procesos de visualizacion relacionado la representacion del espacio y el
soporte material, un proceso de construccion determinado por los instrumentos utilizados
(reglas, compas, etc.) y las configuraciones geométricas mediadas por el proceso discursivo que
produce argumentos y evidencia (Kuzniak, 2006).

Figural.
Espacio de Trabajo Geométrico y sus genesis

Visualizacion

| ~— / Prueba

‘ Construccion ‘

Plano cognitivo

Génesis figural

Espacio real y local Referencial

| |
‘\ /
Plano epistemoldgico | Artefactos ‘

Fuente: Tomado de Kuzniak y Richard, 2010

El esquema que se presenta en la figura 1, modela el espacio de trabajo geométrico de un
gedmetra, constituido por dos planos que se articulan mediante tres génesis. Una génesis
figural que describe el proceso semidtico entre el espacio real-local y la visualizacién, es decir,
el significado que construye el individuo a través de la visualizacidén de los signos y del objeto
matematico lo cual le aporta soportes visuales privilegiados para describir el proceso y plantear
estrategias de construccién. La génesis instrumental consiste en ilustrar las propiedades de los
objetos estudiados mediante artefactos que permiten aumentar la dimensidon procedimental y
facilitar pruebas dinamicas que implican procesos cognitivos. En cuanto a la génesis discursiva,
es aquella que asocia las formas geométricas a los conceptos geométricos mediante un discurso
de explicacion indispensable para argumentar basado en un sistema axiomatico de referencia
en donde el objeto geométrico no existe mas que en y mediante una definicion (Kuzniak, 2006;
2011; 2013).
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Investigaciones sobre ETG, sefialan que el gedmetra al resolver una situacion problema de
geometria, puede identificar tres tipos de trabajos geométricos: referencia, idéneo y personal.
El primero, esta definido de manera ideal en funcidn de criterios geométricos utilizados por un
experto epistémico. El segundo, concibe la reflexion sobre la reorganizacion didactica de un
objeto geométrico, definido en términos didacticos, lo emplea el profesor. El tercero, es el
producto de la reflexidon entre los conocimientos aprendidos y los puestos en practicas, se tiene
en cuenta los conocimientos y las capacidades cognitivas de sus utilizadores naturales que son
el estudiante y el profesor (Kuzniak, 2006; 2011), este ETG es Util para identificar los saberes y
dificultades de los estudiantes frente a una situacion problema ademas de los procesos de
razonamiento que desarrolla este para darle solucién (Kuzniak y Rauscher, 2011).

Los datos recolectados se componen de transcripciones obtenidas a partir de las
videograbaciones y la toma de notas auxiliares que se realizaron al implementar la situacion
problema a la muestra, estos relatos se convirtieron en material documental, produciéndose asi
escritos que permitieron analizar el fendmeno en estudio (Sanchez y Revuelta, 2005). Las
producciones orales de los profesores fueron analizadas con base a los elementos que
componen los espacios de trabajo geométricos, en particular, identificando en los extractos de
las transcripciones expresiones referentes a las génesis figural, instrumental o discursiva que el
docente activd para resolver el problema. Las producciones escritas, son el conjunto de
evidencias que soportan la activacion de las diferentes génesis en el espacio de trabajo personal
de cada profesor. En linea con lo anterior, la interpretacion de la informacién recolectada
permitié registrar las experiencias y hechos relevantes para el desarrollo de la investigacion y
con ello realizar las respectivas descripciones de los componentes de las situaciones que se
presentan en el trascurso de la solucion del problema.

Analisis de los datos

En esta investigacion el analisis de los datos implicd un analisis a prioriy a uno a posteriori, el
primer analisis permitié identificar situaciones que se pueden presentar en el proceso de
ejecucion del problema o relaciones a priori entre las variables y sus caracteristicas, lo cual se
confrontd con el resultado de la investigaciéon (Orus, 1986). Los investigadores autores de este
articulo resolvieron el problema propuesto en un momento inicial con el fin de identificar
posibles respuestas, procedimientos, estrategias planteadas que permitieran deducir la
construccion del lugar geométrico parabola que puede acontecer en la solucion de la situacidn
problema y reconocer aspectos a considerar para la implementacion (ver Figura 2, 3y 4).
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1. Es posible que algunos docentes en
formacion ubiquen los puntos P utilizando la
opcion del software “distancia o longitud”
entre dos objetos, en este caso los o FPy=s11T81 p,
investigadores solicitaran al docente en ‘. Fyasezs 8
formacion que utilice 15 cifras decimales o T o e
para verificar su conjetura. Se espera que al ¢ o fpio s
observar en la pantalla la diferencia entre las Pies @ . Fil=a0
medidas de los segmentos Pl y PF, este Py=215

reformule su conjetura y busque otra forma

de darle solucion al problema.

Figura 2. Ubicacién de los puntos P con la
opcion “distancia o} longitud”

2.Construir los puntos a partir de un objeto
geométrico (circunferencia, triangulo, | Figura 3. Construccién del lugar geométrico a

cuadrado) que verifigue la equidistancia | partir de una circunferencia
entre los puntos P y la recta L con los

puntos P y el punto F. Utilizando estos Circunfarene

objetos geométricos,el docente puede

ignorar la diferencia entre las definiciones de Ppr=28s | FPym28e .

distancia de un punto a una recta con la de
distancia de un punto a un punto en la recta

dada. FoE=28T DF =287
Directriz E
L -t s 4
3.La estrategia ideal para la construccion de Figura 4. Construccion ideal del lugar
los puntos P, involucra la construccion de la geométrico

mediatriz (recta de color naranja) del
segmento AF que comprende el punto fijo F y
un punto cualquiera de la recta A por el cual se
traza una recta perpendicular (color amarillo).
Esto con el fin de determinar la interseccion P
de la recta perpendicular a L y la mediatriz del
segmento AF (recta de color naranja). El punto
P tiene la particularidad que equidista de Ia
recta L y del punto fijo F. El lugar geométrico
pardbola se genera cuando el punto A se A

desplaza a lo largo de la recta L.

El proceso de ejecucion del problema puede ser o no el esperado por el investigador, en
consecuencia, se realiza un analisis a posteriori para contrastar la informacion (Berrio, 2016).
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Este tuvo como finalidad exponer e interpretar los hechos, las acciones, los razonamientos y las
estrategias de solucion propuestas y realizadas por el docente de matematicas en formacion
frente al problema para luego realizar un contraste con el analisis a priori.

Resultados

Los resultados de la investigacion refieren a una caracterizacion de los espacios de trabajo
geométrico de los profesores de matematicas en formacion, en particular, presentamos los
esquemas que especifican la articulacién de los dos planos cognitivo-epistemoldgico y sus
respectivos componentes, como son las génesis, las circulaciones y los polos que conforman los
espacios de trabajo geométrico personales de cada docente.

Docente 1

En el contexto de la solucion del problema de geometria, el docente inicié activando la
génesis instrumental, dado que pretendia identificar una figura geométrica (construccion) a
través de medidas empiricas proporcionadas por el software (artefacto), aunado a esto, recurrid
al espacio real y local que son las medidas de las distancias entre el foco F y un punto P
cualquiera con las distancias de ese mismo punto P a la recta fija |, todo esto articulado con la
visualizacion, en este recurre a la génesis figural.

[4] D1: Voy a utilizar el método de hilvanado para saber qué figura resulta.
[5] Inv: ¢En qué consiste el método de hilvanado?

[6] D1: Consiste en ubicar puntos en cierta medida aproximados... para crear un
bosquejo de la figura que resulta de tales puntos.

Se evidencia que el docente emite una conjetura para justificar la equidistancia del punto P
al punto F y de P a la recta, para lo cual hace uso de las propiedades de la circunferencia
mientras estimula la génesis instrumental en el proceso de construccion. Sin embargo, al validar
su conjetura nota que el radio de la circunferencia no le garantiza la distancia del punto P a la
recta, es decir, que acude a la génesis discursiva con el fin de darse cuenta que para garantizar
la distancia de un punto a una recta necesita la distancia minima y no la formula como tal.

[13] D1: Construye una circunferencia con centro en P y radio F que pasa por un
punto de la recta I.

[14] D1: Asi la distancia de P a F sera igual a la distancia de P a la recta, por la
propiedad del radio de la circunferencia.

[15] Inv: éComo se mide la distancia de un punto a una recta?
[16] D1: Con una férmula, pero ahora no recuerdo...

[17] Inv: éCrees que necesitas la formula para garantizar la equidistancia?
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[18] D1: iNo, me equivoqué!

[19] D1: Necesito la distancia minima del punto a la recta

El docente identifica un objeto geométrico que le permite garantizar la equidistancia, para
ello realiza la construccion de dicho objeto y valida que las dos distancias sean iguales, en este
episodio se evidencia la importancia de usar artefactos adecuados en un proceso de
construccion, en este caso el software de geometria dindmica permite la construccién de la
mediatriz y la perpendicular a la recta | cumplen ese papel de artefacto facilitador del proceso,
que ademas de ser visualizado en la construccién, su definicion y propiedades admiten una
prueba crucial que concluye en la equidistancia de los dos segmentos.

[65] Inv: A partir de la construccién éNos puedes dar una definicion de ese lugar
geométrico?

[66] D1: Todos los puntos que estan sobre una parabola van a estar a la misma
distancia o van a ser equidistantes del foco con la directriz, ési?

[67] Inv: ¢COmo puedes obtener una expresion analitica que represente ese lugar
geométrico?

[68] D1: Con las formulas de distancias, de un punto a otro punto y de un punto a
una recta, pero no recuerdo la de un punto a una recta.

En sintesis, el docente exploré con diferentes métodos para justificar la construccion de los
puntos P, uno de ellos fue la opcion de medida del software y también la construccion de
objetos geométricos, como se habia previsto en el andlisis a priori ademas validd sus
conjeturas a partir de las orientaciones dadas, transitd de la geometria sintética a la geometria
analitica al articulular los elementos de los planos epistemoldgico y cognitivo (ver figura 5) , sin
embargo, se le dificultd la construccidn y prueba de una expresion algebraica de la parabola.

En la figura 5, se presenta la caraterizacion del ETG del profesor donde se evidencia que
utilizd las genesis figural y las genesis instrumental para validar sus pasos de razonamiento, y
logra activar la genesis discursiva al construir expresiones algebraicas sobre el lugar
geométrico, pero se le dificulta deducir una expresion analitica concluyente para la cdnica.

Figura 5.
Espacio de trabajo Geométrico personal del docente D1 de matematicas en formacion

\Visualizacién ‘

Prueba

Activa la genésis
discursiva al contrucir
expresiones algebraicas
sobre el lugar
geométrico, sin embargo.
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Docente 2

Con respecto al docente 2 en formacion, validd los pasos de la construccion a través de la
génesis figural dando mayor relevancia a las medidas de las distancias de forma aproximada, y
no de manera numérica (Figura 6). El docente activd el polo de la visualizacion y empled
conceptos basicos de la geometria con dificultad para emplear esos conceptos en la transicion
de lo sintético a lo algebraico ya que omitié en el proceso de solucion del problema la génesis
discursiva, considerando el medio para validar el proceso de construccion.

Figura 6.
Espacio de trabajo Geométrico personal del docente D2 de matematicas en formacion
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Docente D3

En el proceso de solucion del problema del docente 3 en formacién, desarrolld varias
estrategias de solucidn para el problema con objetos geométricos, como se habia previsto en el
analisis a priori, pero tenia varias falencias en conceptos de geometria Euclidiana, lo cual le
dificultd crear un espacio de trabajo personal apropiado para darle solucion (Figura 7), sin
embargo, con las orientaciones dadas en el desarrollo del proceso este logré realizar la
construccion del lugar geométrico y lo identificd, pero al momento de hacer la transicion de
geometria sintética a la analitica el docente evitd recurrir a expresiones algebraicas que
caracterizaban las distancias de un punto a otro y de un punto a una recta por lo cual tuvo que
hacer uso de la web. Por otro lado, no tuvo en cuenta la orientacién del plano cartesiano con
respecto a la parabola, las coordenadas del foco de la parabola y tampoco la ecuacién que
representaba algebraicamente su directriz de esta manera no encontrd la expresién analitica de
la conica.

Educacién y Humanismo 23(40): pp. 1-17. Enero-Junio, 2021. DOI: https://doi.org/10.17081/eduhum.23.40.4083

10



Jonathan Cervantes Barraza, Jesus Berrio Valbuena, Maria José Contreras-Vasquez, Vanessa Paola Martinez Fontalvo

Figura 7.
Espacio de trabajo Geomeétrico personal del docente D3 de matematicas en formacion
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Docente D4

El docente 4 en formacidn evidencid conocimientos previos que a la hora de ponerlos en
practica le facilitd la construccidn del lugar geométrico, dado a que el polo referencial mantuvo
una circulacién con el polo de prueba, esto se reflejo6 cuando el docente no recordd la
propiedad de los puntos sobre la mediatriz, pero la dedujo a partir de pasos ldgicos que lo
llevaron a concluir a través de la congruencia de dos triangulos. Afirmé que el vértice B comun
equidista de los extremos del segmento FC por donde pasa la mediatriz, asimismo, el polo del
espacio real y local mantuvo la circulacion con la visualizacién en el momento de utilizar objetos
geométricos y observarlos en el software, como también el polo artefactos en este caso en
software y el polo construccion en la elaboracion de la parabola, por consiguiente el docente
articuld los dos planos del ETG tanto el cognitivo como el epistemoldgico con sus respectivas
génesis, la figural, la instrumental y la discursiva (Figura 8). Reconocemos ademas que el
docente logré la articulacion de la geometria sintética con la geometria analitica al encontrar
una expresion algebraica que representara dicho lugar geométrico. Sobre el paradigma
geométrico privilegiado, el docente D4 se caracteriza con la geometria axiomatica natural
puesto que la manera de validar los conocimientos es por medio de razonamientos deductivos
donde utiliza definiciones, propiedades y postulados.
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Figura 8.
Espacio de trabajo Geométrico personal del docente D4 de matematicas en formacion

Visualiza su construccién y deduce una
expresion algebraica para la secién conica

Designacion de coordenadas Genera todos los puntos P

para la aseccion cénica con la mediatriz

Plano Cognitivo

Utiliza un razonmiento deductivo para
Observa que con el cuadrado probar la propiedad de la mediatriz

no se generan todos los puntos Construye un cuadrado Emplea la geometria euclidiana como
punto medio sistema axiomdtico de validacion

y por ultimo la cdnica [

Artefactos

Opciones de
software
Perpendicula

Utiliza elementos propios
de la geometria axiomética

Plano
Epistemoldgico

Geometria
aximética
natural

Implemnetd las
definiciones de: distancia
de un punto a una recta,

punto medio y
perpendicularidad

Su realidad esta basada en un sistema
axiomdtico de referencia

Discusiones

El centro de atencion de esta investigacion recae en caracterizar los espacios geométricos
personales de los profesores de matematicas en formacion cuando resuelven problemas sobre
geometria euclidiana y analitica. El conjunto de los resultados de la investigacién son producto
del analisis de las producciones orales y escritas de los profesores de matematicas en formacién
que se caracterizan por ser un medio propicio para identificar las acciones realizadas por los
docentes.

Una sintesis de los resultados nos lleva a establecer varios puntos esenciales a la luz de las
investigaciones reportadas. Los espacios de trabajo matematico personales de los profesores
permitieron reconocer elementos clave en la articulacion entre la geometria euclidiana y
analitica, los argumentos de los docentes son el medio por el cual se pudo reconstruir
razonamientos, deducciones ldgicas y con esto cada esquema que sintetizan los espacios de
trabajo geométrico personales (Cervantes-Barraza, Ordofiez-Cuastumal y Morales, 2020).

Una interpretacion de los resultados obtenidos permite reconocer que uno de los cuatro
docentes realizo el transito entre elementos de la geometria euclidiana a la geometria analitica.
Esto evidencid que los docentes que no transitaron entre los elementos de las geometrias
presentan dificultades con el tratamiento de expresiones algebraicas y su desarrollo. En linea
con lo anterior, estudios han documentado que tanto estudiantes universitarios y profesores
presentan dificultades en traducir del lenguaje natural a lenguaje matematico (Ramirez Mora,
Fregoso Vazquez, Calderén Mayorga, Cueva Gomez, Martinez Silva y Sanchez Diaz, 2008). Por
su parte, Cervantes-Barraza, Valbuena y Paternina (2019) y Valbuena, Muiiiz y Berrio (2020)
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sefalan que se debe partir de la labor docente y contribuir en los procesos de ensefianza de la
matematica teniendo en cuenta los resultados plasmados en la investigacion.

Los medios que permitieron analizar y sintetizar los resultados de la investigacion tienen que
ver con los argumentos matematicos que construyeron los docentes de matematicas en
formacion. Se recomienda realizar investigaciones sobre los argumentos que permiten conectar
el plano cognitivo con el epistemoldgico en el contexto de la solucion de problemas. Se
reconoce, ademas, que futuros docentes de matematicas deben contribuir en el desarrollo de
habilidades argumentativas lo que estd relacionado con la comunicaciéon matematica que
implica reconocer el lenguaje propio de las matematicas, usar las nociones y procesos
matematicos en la comunicacién, reconocer sus significados, expresar, interpretar y evaluar
ideas (Hernandez, Prada y Gamboa, 2017). Este es un espacio para comunicar una
problematica que puede ser investigada. Estudios recomiendan que los docentes implementen
actividades que promuevan la argumentacién en el saldén de clases, esto conlleva a que
mantengan una interaccion entre pares y con esto, generen discusiones matematicas en
relacion con los razonamientos de los demas estudiantes (Valbuena, Conde y Ortiz, 2018).

Conclusiones

El andlisis de los esquemas que sintetizan los espacios de trabajo geométricos de los
docentes es muestra de las falencias que tienen ante la solucién de problemas que demandan
la articulacion entre conceptos basicos de la geometria euclidiana y la analitica. Estos
recurrieron a estrategias de corte empirico para identificar un lugar geométrico, como el
método del hilvanado y construcciones que carecian de sustento conceptual y axiomatico. Sin
embargo, reconocemos que el problema propuesto promovid la activaciéon de los planos
epistemoldgicos y cognitivos en cada docente, reacciones distintas fueron identificadas y sélo
uno de los participantes abordd de manera eficaz entre la geometria euclidiana o sintética como
via exploratoria de las definiciones de geometria analitica, esto un medio que facilita la
comprensidn y apropiacion de los conceptos de los lugares geométricos, en particular de la
parabola.

Con base en los resultados obtenidos en esta investigacién, se consideran algunas
consideraciones importantes a la practica docente. Resaltar que aplicar varias estrategias en la
solucién de un problema que involucra conceptos base y caracteristicas invariantes del objeto
matematico en estudio con el fin de fortalecer la articulacion entre las geometrias ya que es
posible justificar de manera abierta una misma situacion. Los argumentos de los docentes son
un medio pertinente para profundizar sobre aspectos cognitivos de los docentes, implementar
métodos de analisis que faciliten la identificacién y andlisis de acciones que tiene que ver con
los elementos de los espacios de trabajo geométrico.

En aras de establecer ideas para futuras investigaciones, recomendamos profundizar en la
teoria de los ETG y la construccion de herramientas metodoldgicas propias de la teoria que
faciliten la articulacion de la geometria sintética con la geometria analitica. Ademas, es
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pertinente profundizar sobre los ETG idoneos y de referencias dado que conforman la totalidad
de espacios descriptores de la actividad matematica ya sea desde el punto de vista del
estudiante o del profesor.
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