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Resumen

Objetivo: Comparar la variacion espacio temporal de los niveles de particulas suspendidas
PM1o y de dioxido de nitrogeno NO2 en ciudades chilenas durante el periodo del 2021 a través
del enfoque del Analisis de Datos Funcionales ADF. Metodologia: A partir de la base de datos
de PM1o y NO2 se aplicaron pruebas de hipotesis para datos funcionales para contrastar entre
ciudades y métodos graficos funcionales para detectar curvas atipicas. Resultados: Se evidencia
diferencias significativas entre las curvas medias de NO2 entre la ciudad de Valparaiso y la Region
Metropolitana de Santiago RMS, mientras que la prueba ANOVA funcional muestra significancia
de las curvas medias de PMio entre las cuatro ciudades estudiadas. Finalmente, los diagramas
de cajas funcionales identificaron dos estaciones atipicas de PMo (El Bosque y Pudahuel) en
la RMS. Conclusiones: Utilizar el analisis de datos funcionales permite tener una vision global
del problema al considerar cada objeto funcional como unidad de estudio y facilita identificar
aquellas estaciones donde hay produccion extrema de particulado PM1o evidenciando un factor
de riesgo de morbilidad y mortalidad.

Palabras clave: Analisis de datos funcionales, diagramas de caja para datos funcionales, ANOVA
para datos funcionales, calidad del aire.

Abstract

Objective: This work aims to compare the spatio-temporal variation of the levels of particulate
matter PMio and nitrogen dioxide NO2 in Chilean cities during 2021 through the ADF Functional
Data Analysis approach. Methodology: Hypothesis tests for functional data and functional
graphical methods are applied to detect atypical curves from the PMio and NO2 database.
Results: significant differences are evident between the mean NO:2 curves between the city of
Valparaiso and the Metropolitan Region of Santiago RMS, while the functional ANOVA test shows
the significance of the mean PMio curves between the four cities studied. Finally, functional box
plots identified two PM1o outlier stations (El Bosque and Pudahuel) in the RMS. Conclusions: Using
the analysis of functional data allows us to have a global vision of the problem by considering
each functional object as a unit of study and facilitates identifying those stations where there is
extreme production of PM1o particles, evidencing a risk factor for morbidity and mortality.

Keywords: functional data analysis; boxplots for functional data; ANOVA for functional data; air
quality.
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Introduccion

La contaminacion del aire es un problema ambiental de gran relevancia en las grandes ciudades
[1,2]. El aire nunca esta perfectamente limpio y por lo tanto la contaminacion del aire es una
amenaza continua para la salud y el bienestar de los seres humanos [3,4]. Durante las Gltimas
décadas, ha crecido el nUmero de estudios que senalan que la calidad del aire es un problema
importante en las ciudades de todo el mundo [5]. Ademas, existe un consenso general sobre los
efectos nocivos sobre la salud de los seres humanos [6]. Incluso en el mejor de los casos, este
problema aparentemente endémico que afecta la vida en las grandes ciudades ya se considera una
de las principales causas de mortalidad tanto directa como indirecta [7].

Lainformacion sobre contaminacion de la calidad aire, como la producida por monodxido de carbono
(CO), oxidos de nitrogeno (NO y NO2), didxido de azufre (SO2), ozono (0s) y material particulado
(PM10) y (PM2.5), es cada vez mas importante debido a los efectos nocivos sobre salud humana [2].

En la actualidad se puede obtener mediciones automatizada de la concentracion de estos
contaminantes del aire, las cuales se registran en tiempo real. A su vez, permite a los ciudadanos
informarse de posibles danos colaterales relacionado con altos niveles de contaminantes presente
en el aire en los lugares donde habitan [3,4].

Los sistemas de prevision de la calidad del aire permiten avisar a la poblacion a corto plazo
de los proximos episodios de alta contaminacion, de manera que se puedan tomar las medidas
adecuadas para minimizar en lo posible los danos causados por estos episodios. Por ejemplo, la
ciudad de Madrid, para cumplir con la normativa de Union Europea,[8] elabord un protocolo de
calidad del aire que incluye restricciones al uso de vehiculos cuando las concentraciones de NO2
alcanzan determinados umbrales [9].

En la actualidad se desarrollan nuevas técnicas de analisis de datos funcionales (ADF) que presentan
muchas aplicaciones en las ciencias e ingenieria. Un aspecto importante en la ADF es la forma de
curvas observadas que resumen las propiedades de los datos de alguna manera especifica. Por
ejemplo, puede ser interesante saber como afecta un determinado tratamiento al nivel medio
de proteinas de los pacientes. Uno estaria interesado en construir una curva que describa como
cambia este nivel a lo largo del tiempo en un grupo de pacientes [10]. La aparicion de esta nueva
metodologia estuvo motivada por la ineficiencia de las técnicas clasicas de mineria de datos para
abordar el tratamiento de estos cuando involucran valores cronolégicos o sucesiones vectoriales
[11]. Las aplicaciones del ADF son tan diversas que a menudo se utilizan para la investigacion
medioambiental y médica, sensores electronicos y métodos industriales [12].

Elabordarelanalisisde particulado en el contexto del modelo funcional presenta dos caracteristicas
importantes: en primer lugar, tiene en cuenta la estructura de correlacion temporal de los datos
y, en segundo lugar, las comparaciones son mas generales, conduciendo a una vision global del
problema [11].

El proposito de esta investigacion es examinar los niveles de particulas suspendidas PMio y dioxido
de nitrogeno NO2 a lo largo del tiempo, tratandolos como objetos funcionales, y comparar las
curvas resultantes entre diferentes ciudades. Utilizamos pruebas de hipotesis no paramétricas
disenadas para datos funcionales con el fin de contrastar las curvas medias obtenidas de las
muestras. Adicionalmente, aplicamos técnicas graficas para identificar curvas atipicas que se
desvian de la norma establecida, basandonos en los métodos propuestos por [13].
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Metodologia

En la actualidad los sistemas de monitoreo ambiental proporcionan informacion en tiempo real
permitiendo crear grandes bases de datos. Sin embargo, es muy habitual encontrar datos faltantes
en este tipo de estudios. Esto no permite obtener informacion completa para su analisis, aunque
en el ADF la ausencia de observaciones discretas no es un problema grave, dado que se puede
recuperar las curvas a través de la expansion de Karhunen-Loéve.

Para la realizacion de este trabajo se tomaron los datos a través del Sistema de Informacion de
Calidad del Aire SINCA de Chile para el periodo del 2021 que incluye los centros urbanos mas
poblados. Estos archivos de EXCEL extension csvfueron monitoreados diariamente, por comunasy
estaciones con las mediciones de PM1o y NOa.

Inicialmente, se obtiene una serie discretizadas de datos perteneciente al periodo del 2021, los
cuales se transforman en objetos funcionales utilizado la técnica expansion de bases B-spline, que
consiste en estimar cada curva como combinacion lineal de funciones bases,

(=Y Combn® 1<i<N, (1)

m=1

Donde,

N = nimero total de curvas.

Cim = coeficientes estimados para k es suficientemente grande.
zn ¢) = son las funciones bases seleccionada.

En el ADF los métodos mas utilizados son las bases de Fourier, B-splines, wavelet y de polinomios.
Por otra parte, los coeficientes de base suelen estimarse por el método de minimos cuadrados
(con o sin penalizacion) a partir de las observaciones con ruido en el tiempo discretizado.

Prueba para dos muestras funcionales

El problema general de dos muestras para datos funcionales con una funcion de covarianza comdn
se puede formular de la siguiente manera. Supongamos que tenemos dos muestras funcionales
que provienen de un proceso estocastico como sigue a continuacion:

{x1:(O}iz1,.nv ¥V {x20(®}iz1m (2)

Curva media estimada
1 n
A == x(®)
n i=1

Funcion de covarianza

1
n—1

y(s,t) =

PN JCREIONHORE0)
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donde n.: ¢)y n. ¢) son las funciones medias desconocidas de las dos muestras con funcion de
covarianza comun generalmente desconocidad. Entonce la hipotesis de interes es la siguiente;

Ho: py(t) = pa(t) vs Hy: py(8) # pa(t) (3)

Prueba t punto a punto

El problema de comparar dos muestras de datos funcionales con una funcion de covarianza
comin puede abordarse a través de dos enfoques distintos: el enfoque paramétrico y el no
paramétrico. En la practica, el supuesto de una distribucion gaussiana no siempre es valido. Por
lo tanto, los trabajos existentes se centran en la deteccion de la igualdad de las curvas medias
mediante pruebas univariadas punto a punto, bajo el supuesto de que las muestras provienen de
un proceso estocastico gaussiano. Ademas, el enfoque parameétrico, segln se discute en el trabajo
[14], considera la prueba de dos muestras basada en la norma 1.

Por otro lado, en el enfoque no paramétrico para datos funcionales, se emplean pruebas puntuales
ty z, utilizando métodos de permutacion o remuestreo “bootstrap” en el caso de dos muestras (3)
bajo diversas condiciones. La idea fundamental detras de una prueba puntual es evaluar la
hipotesis nula en cada punto del tiempo , lo que descompone el problema en subproblemas
individuales en cada punto t, como se describe a continuacion.

Hor: p (8) = () vs Hyp: pq () =+ p (). )

Con base a las funciones media muestrales y la funcion de covarianza comin muestral, el
estadistico de la prueba pivotal esta dado por:

Z(f) _ \/TT{x_l(t) _ f2 (t)} (5)

\/{1/711 + 1/n2} Y0

Donde,
n1, N2 = tamano respectivo de las muestras.
y (t,t) = funcion de covarianza coman.

En muchas situaciones, las muestras son pequenasy el supuesto gaussiano no siempre es valido. Es
decir, el supuesto se cumple aproximadamente. Entonces para cierta, se tiene Z(t) ~ tu-o,teT
Entonces [14] presentd un procedimientos de remuestreo para probar la igualdad de las curvas
medias. En este caso se calculan un nimero de B veces muy grande las medias muestrales
funcionales z:” ¢y z,” con B — oo yse estima la funcion de covarianza comin yB (s,).Entonces,
se procede a estimar la estadistica para cada punto t. Finalmente se obtienen los valores criticos
de la distribucion emperica estimada.
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Luego, la prueba de remuestreo funcional puntual esta dada por

ZB(t) = {22 () —x7 ()} —{F1 () —%2 (1)} _ (6)
J{l/n1+1/n2} VE(L.0)

Serealizaelcalculode Z” ¢). Paraasegurar que la distribucion de Z” ¢) se ajuste adecuadamente
a la distribucion original Z ¢), es necesario repetir el proceso de remuestreo miltiples veces.
Luego, se calcula el percentil 100 (1 — a/2) para determinar las bandas de confianza basadas en
el remuestreo, lo que permite realizar inferencias pertinentes.

ANOVA para datos funcionales

En los modelos lineales clasicos, el analisis de varianza de una via (ANOVA) es una técnica utilizada
para comparar las medias de tres 0 mas muestras. Las muestras se agrupan de acuerdo con una
variable categorica, conocida como factor. A continuacion, se muestra esta técnica extendida al
caso funcional.

El Analisis de Varianza Funcional (FANOVA) es una herramienta que se utiliza para efectuar
comparaciones entre k grupos de curvas. Aunque existen métodos convencionales de prueba
funcional, como la F funcional presentada en [15] y la estadistica de prueba funcional propuesta
por [16], estos se concentran en evaluar respuestas a lo largo de todo el dominio temporal. Por otro
lado, [17] introdujo una técnica para realizar inferencias en contextos de FANOVA sobre subdominios
especificos. No obstante, es importante destacar que estos métodos no incorporan la técnica de
prueba punto a punto discutida en [18,19], que facilita la realizacion de comparaciones directas
entre medias funcionales.

ANOVA funcional

La prueba ANOVA de una via para datos funcionales es una extension natural de la prueba F clasica
ANOVA para variables reales. Por lo tanto, se realiza de manera similar a la prueba punto a punto
la prueba F propuesta por [20].

Para definir el problema ANOVA de una via para datos funcionales asumimos que se tiene k
muestras de curvas independientes.

Donde n; ¢) es la funcion media del grupo /en el tiempo t, i =1, .., k, j indexa una respuesta
funcional dentro de un grupo 7= 1,...,m:;,y £; ¢) la funcion residual.

Entonces, para algin tiempo t de interés, especificado como [ ,b] Adicionalmente, el FANOVA
también se conoce como el problema de k muestras para datos funcionales. La hipotesis de interés
para este caso esta dada por,

Ho = u, (&) = --- = yp(t),cont €T (7)

El problema de k muestras de curvas tiene como objetivo verificar si el efecto de un factor o un
tratamiento es estadisticamente significativo.
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Modelo de efecto principal

En el caso del ANOVA clasico para valores continuo satisfacen

Xij:u+ai+6ij,i:1,"',k.j:1,"',ni (8)

donde n se conoce como la funcion media global de las k muestras y a; es la
i-ésima funcion de efecto principal para De manera anologa, el modelo (8) se puede
escribir como el siguiente modelo ANOVA de una via estandar para datos funcionales:

xii(t) =u() + o;(t) + (—:i]-(t).i =1,---,k j=1,---, 14 (9)

En esta ecuacion, la hipotesis nula (8) se puede expresar de manera equivalente como

a,(t) = a,(t) = --- = a,(t) =0, t €T (10)

es decir, probar si las funciones de efecto principal son iguales a 0.
Prueba par a par

Cuando se rechaza (7), es necesario comparar par a par las curvas medias de los tratamientos. Por
ejemplo, uno puede querer saber si dos funciones de efecto principal a; ¢)y a; ¢) y son iguales,
donde iy j son dos enteros tales que 1 <7 < j < k. Esta prueba se puede escribir como

Hy:a;(t) = a;j(t),t €T
Para el problema k muestras funcionales generalmente se asumen que la funcion de covarianza es
comin ¢ st)t€T para T = [a,b] como el caso homocedastico.
Estadistica de prueba

El estadistico de prueba de F puntual para cada punto t €T esta dado por

SSR,, (t)
Fo(o) = k=1 /fosr ) 1)
7 — Kk
donde
SSR, () — Zk_ [%,.(t) — x.(£)]2 (12)

SSE,(t) = zk > Jxy@ — @] (13)
i=1 j=1

La prueba F puntual se rechaza (7) en cada siempre que a un nivel de significancia, donde, denota
el percentil de la distribucion F. Por lo tanto, podemos probar (7) en todos los puntos de t usando
el mismo valor critico para cualquier nivel significativo predeterminado.

Para el caso donde se tenga muestras pequenas se puede optar por la estadistica de prueba de
remuestreo “bootstrap”.
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Valores atipicos funcionales

El analisis estadistico de valores atipicos a menudo puede conducir a resultados inexactos. El ADF
no es la excepcion. Por lo tanto, se describira algunas técnicas utilizadas para identificar curvas
atipicas y su aplicacion en el analisis de estudios de parametros de calidad del aire.

Los métodos graficos son esenciales para identificar caracteristicas que no siempre son evidentes
a través de modelos matematicos o resiimenes estadisticos. A pesar de su importancia, la
literatura predominante tiende a enfocarse en la modelizacion, agrupacion o prediccion de datos
funcionales, relegando a los métodos de visualizacion a un papel secundario, tal como sefala [21,
22]. En contextos donde se maneja una amplia gama de curvas, identificar las atipicas se convierte
en un desafio, especialmente cuando estas curvas se superponen. En este estudio, se emplean
técnicas graficas como el diagrama arco iris, el diagrama de bolsa funcional y el diagrama de caja
de la region de mayor densidad (HDR) funcional, con el objetivo principal de identificar curvas
atipicas de particulados PMio.

En este contexto, se han utilizado dos métodos de ordenacion basados en un algoritmo que se
aplica a las coordenadas bivariadas de las dos primeras componentes principales derivadas de las
curvas. Estas coordenadas bivariadas se pueden organizar mediante técnicas como la profundidad
de Tukey (1974). A partir de este enfoque, se genera el diagrama de bolsa funcional al aplicar el
grafico bivariado de Rousseeuw et al.,, 1999 a las dos primeras puntuaciones.

Resultados

Inicialmente, se considerd dos muestras de curvas del dioxido de nitrogeno (NO2) que es un
contaminante producido en el aire principalmente a causa del trafico automotor y la creacion
de fuente de energia. Ademas de dar origen a la lluvia acida y a otros contaminantes del aire
perjudiciales para la salud humana. Para este analisis se considerd las muestras de curvas
correspondientes de las ciudades de Valparaiso y la Region Metropolitana de Santiago con el fin
de determinar si hay significancia en las curvas medias de NO2. Ver la Figura 1.

Figura 1. Las curvas de NO2 de la ciudad de (a) Valparaiso (negro) y de la (b) RMS (rojo)

50

40

Nivel de NO2
10
Nivel de NO2

20

10

0 100 200 300 0 100 200 300

Fuente: elaboraciéon propia

Revista Investigacion e Innovacion en Ingenierias, vol. 12, n°1, pp. 71-82, 2024 DOI: 10.17081/invinno.12.1.7067

1


https://doi.org/10.17081/invinno.12.1.7067

18

Rafael Meléndez Surmay, Luis Castillo Suarez, Albert De La Hoz Navas

Se aplico una prueba t puntual Bootstrap para datos funcionales. De la Figura 2, se evidencia que
hay diferencias significativas en las curvas medias de NO2 a un nivel de significancia de 0.05. Para
el desarrollo de las pruebas de dos muestras y k muestras funcionales se utilizd el paquete fda
del software estadistico R.

Figura 2. La prueba t puntual Bootstrap entre las muestras de Valparaiso y RMS con valor critico 0.05

_— Observed Statistic
----------- pointwise 0.05 critical value
777777 maximum 0.05 critical value

15

t-statistic

argvals

Fuente: elaboracion propia

Para los datos PM1o se obtuvo un conjunto de curvas agrupadas por ciudades; Valparaiso, Region
Metropolitana de Santiago, Coquimbo y Region Central de O'Higgins ver Figura 3. La idea es
verificar la existencia de diferencias entre las curvas medias de las cuatro zonas. Con este fin
implementamos una prueba ANOVA de una via funcional para contrastar las curvas medias.

Para identificar en que estaciones se presentan valores extremos de particulados aplicamos
métodos graficos funcionales expuesto anteriormente.

Figura 3. Curvas de PM1o en las ciudades de Valparaiso (linea negra), RMS (linea roja), Coquimbo (linea verde),
Region Central de O'Higgins (linea azul)
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Se aplico una prueba F puntual de una via para datos funcionales, que consiste en aplicar en cada
punto t del tiempo una prueba F propuesta por [20]. A continuacion, se muestra los resultados de
la prueba. Ver la Figura 4.

Figura 4. Prueba ANOVA funcional basado en permutaciones con cuatro niveles. La linea media (azul claro)
Valparaiso, RMS (linea azul oscuro), Coquimbo (linea roja) Regién Central de O'Higgins (linea verde)

Density plot for bootstrap resamples
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De la Figura 4 se observa que se rechaza la hipotesis de igualdad de curvas medias, lo que indica
que hay diferencias significativas (<0.001) en al menos dos curvas medias de PM10. Para detectar
que curva se producen mayor particulado PM10 se utiliza métodos graficos para detectar curvas
extremas.

A partir de la Figura 5 se identifican dos curvas atipicas de escala correspondientes a las estaciones
8y 11.Esasicomo la curva 8 esrepresentada por la estacion El Bosque y la curva 11 representada por
la estacion Padahuel, las dos perteneciente a la Region Metropolitana de Santiago. Esto evidencia
altos niveles de particulas suspendidas de PM10 especificamente en estas dos comunidades.

Figura 5. Gréafico HDR identifica las curvas atipicas Estacion el Bosque (8) y Estacion Padahuel (11) .de
particulado PM10 en el Metropolitano de Santiago
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En la Figura 5 las regiones de color gris claro y oscuro muestran la region que cubre el 95% de las
curvas. Similarmente en la Figura 6 el asterisco rojo es la mediana obtenida usando la profundidad
de Tukey. Las curvas de la region exterior se muestran como valores atipicos de diferentes colores,
que representan las dos curvas de las estaciones El Bosque (punto rojo) y Padahuel (punto azul).

Figura 6. Grafico de bolsa bivariado con la estacion (8) El Bosque (roja) y (11) Padahuel (azul claro) de particu-
las PM10 de la RMS

[=
= —]
Pae
—
= —]
[
- O
— -
=S - : :
o~
a» - =
§ — —] - -
L] - -
o -
—
— _| - .
—
= |
o
—
f==—
>
v T T T T
-500 o 500 1000

PC score 1

Fuente: elaboraciéon propia

La estacion El Bosque se evidencia valores extremos para el dia nimero 285 (223 ng/m3), el
dia 262 (208 ng/m3), el dia 218 (200 ng/m3) y el dia 215 (192 ng/m3). Similarmente, para la
estacion Padahuel se presentaron en el dia 254 (201 ng/m3), el dia 210 (199 ng/m3), el dia 287
(189 ng/m3)y el dia 300 (189 ng/m3). Esto permite confirma que los meses de septiembre y
octubre y algunos dias del mes de noviembre se presenta niveles extremos de PMio.

Figura 7. Diagrama de cajas de PM10 de la estacion El Bosque (azul) y Padahuel (rojo) en la RMS.
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Conclusiones

Al tratar los valores de las particulas suspendidas PM10 como un objeto funcional, obtenemos una
perspectiva integral del problema, considerando también el comportamiento ciclico climatico a
lo largo del tiempo. Adoptando este enfoque ADF en lugar de recurrir a la estadistica descriptiva
tradicional, no solo abordamos eficazmente el problema, sino que también facilitamos un analisis
espaciotemporal de la dinamica del particulado a lo largo del tiempo.

“En esta investigacion, abordamos el desafio de analizar k muestras de curvas utilizando el
FANOVA no parameétrico, especialmente cuando el nimero de muestras de curvas es muy pequeno.
Ademas, hemos implementado una técnica orientada a la deteccion de curvas atipicas desde una
perspectiva funcional, basandonos en los métodos graficos propuestos por Hyndman [12].

Ademas, se han registrado niveles extremadamente altos de PM10 durante los meses de octubre
y noviembre de 2021 en la Region Metropolitana de Santiago, especificamente en las estaciones El
Bosquey Papahuel. Estas areas deberian ser el foco de atencion para las autoridades ambientales,
con el objetivo de estudiary proponer soluciones a esta problematica.

Para investigaciones futuras, resulta imperativo extender el analisis de la varianza funcional a
un diseno multidireccional. Ademas, se sugiere explorar la posibilidad de aplicar la regresion
espacial en el contexto de respuestas funcionales, lo cual facilitaria la explicacion de la variable
dependiente a través de su componente espacial.
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